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The correct solubility of a two-point problem for the evolution equation with pseudo-Bessel
operators of inﬁnite order in the class of boundary conditions which are generalized functions
of the distribution type is established.
Останнiм часом значна увага придiляється дослiдженню нелокальних багатоточкових кра-
йових задач для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Це зумовлено тим,
що багато задач практики моделюється крайовими задачами для рiвнянь iз частинними
похiдними з нелокальними (у тому числi перiодичними) умовами (теорiя фiзики плазми,
вологопереносу, коливання рiзних систем, поширення електромагнiтних хвиль у прямокут-
них хвилеводах, зворотнi задачi для рiвняння теплопровiдностi тощо). За останнi 40 ро-
кiв нелокальнi задачi для диференцiально-операторних рiвнянь у рiзних аспектах вивчали
багато дослiдникiв (О.О. Дезiн, А.М. Нахушев, В.М. Борок, М.Й. Юрчук, В.К. Роман-
ко, О.А. Самарський та iн.), видiляючи переважно випадки коректно поставлених задач.
Нелокальнi багатоточковi задачi для рiвнянь з псевдодиференцiальними операторами та
багатоточковi сингулярнi параболiчнi задачi у всьому просторi та в цилiндричнiй областi
дослiдженi в [1–3].
У роботi [4] вивченi властивостi оператора A = F−1B [a · FB ], де FB , F
−1
B — пряме та
обернене перетворення Бесселя, a — однорiдний негладкий у точцi 0 символ (оператор A
в [4] називається псевдобесселевим оператором). Еволюцiйнi рiвняння з оператором A є при-
родними узагальненями сингулярних параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя
Bν =
d2
dx2
+
2ν + 1
x
d
dx
, ν > −
1
2
,
який вироджується за просторовою змiнною, оскiльки Bν також можна визначити за до-
помогою спiввiдношення Bνϕ = −F
−1
B [ξ
2FB [ϕ]], де ϕ — елемент простору, в якому дiє пере-
творення Бесселя. В [4] встановлено коректну розв’язнiсть задачi Кошi для еволюцiйного
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рiвняння ∂u/∂t+Au = 0, де A — псевдобесселевий оператор, у класi початкових умов, якi
є узагальненими функцiями типу розподiлiв.
У цiй роботi встановлюється коректна розв’язнiсть двоточкової задачi для еволюцiйного
рiвняння
∂u
∂t
+ f(A)u = 0, f(A) =
∞∑
k=1
ckA
k, A = F−1B [aFB ], (1)
у випадку, коли крайова умова є узагальненою функцiєю скiнченного порядку
(
f(x) =
=
∞∑
k=1
ckx
k — функцiя, яка задовольняє певнi умови
)
. Дослiджується структура фундамен-
тального розв’язку такої задачi, знайдено умови, за яких розв’язок подається у виглядi
згортки крайової умови та фундаментального розв’язку. Зазначимо, що рiвняння (1) мож-
на вiднести до псевдодиференцiального рiвняння з оператором, побудованим за негладким
у точцi 0 символом.
1. Простори основних та узагальнених функцiй. Нехай Rn+ := {x = (x1, . . . , xn) ∈
∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0}, Ω+ = (0, T )×R
n
+, T — фiксоване додатне число, k = (k1, . . . , kn) ∈
∈ Zn+, |k| = k1 + . . . + kn, D
k
x = D
k1
x1 . . .D
kn
xn , якщо x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n; γ1, . . . , γn —
фiксованi числа з множини (1;+∞) \ {2, 3, 4, . . .}, ν1, . . . , νn — фiксованi числа з множини{
3
2
,
5
2
,
7
2
, . . .
}
; p0,i := 2νi + 1, γ0,i := 1 + [γi] + p0,i, Mi(xi) = 1 + |xi|, xi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}.
Символом Φ(Rn) позначимо сукупнiсть функцiй ϕ ∈ C∞(Rn), якi задовольняють не-
рiвностi
|Dkxϕ(x)| ≡
∣∣∣∣∂|k|ϕ(x1, . . . , xn)∂x1k1 · · · ∂xnkn
∣∣∣∣ 6 ckM1(x1)γ0,1+k1 · · ·Mn(xn)γ0,n+kn , k ∈ Zn+.
У Φ(Rn) вводиться система норм за формулами
‖ϕ‖p := sup
x∈Rn
{
p∑
m=0
∑
|k|=m
M1(x1)
γ0,1+k1 · · ·Mn(xn)
γ0,n+kn |Dkxϕ(x)|
}
,
ϕ ∈ Φ(Rn), p ∈ Z+.
Використовуючи результати, одержанi в [4], твердимо, що Φ(Rn) — повний досконалий
злiченно нормований простiр. Послiдовнiсть {ϕj , j > 1} ⊂ Φ(R
n) збiгається в Φ(Rn) до
функцiї ϕ ∈ Φ(Rn) тодi i лише тодi, коли вона:
1) обмежена в Φ(Rn), тобто
∀p ∈ Z+ ∃ c = c(p) > 0 ∀ j > 1: ‖ϕj‖p 6 c;
2) правильно збiгається в Φ(Rn), а саме для довiльного k ∈ Zn+ послiдовнiсть
{Dkx(ϕj − ϕ), j > 1} збiгається до нуля рiвномiрно на кожному компактi K ⊂ R
n.
Символом
◦
Φ (R
n) позначатимемо сукупнiсть усiх парних за кожною змiнною функцiй
з простору Φ(Rn) з вiдповiдною топологiєю. У просторi
◦
Φ (R
n) визначена i є нескiнченно
диференцiйовною операцiя узагальненого зсуву аргументу
ϕ→ T ξx(ϕ), ϕ ∈
◦
Φ (R
n), x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n,
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де
T ξxϕ(x) = bν
pi∫
0
· · ·
pi∫
0
ϕ
(√
x21 + ξ
2
1 − 2x1ξ1 cosω1, . . . ,
√
x2n + ξ
2
n − 2xnξn cosωn
)
×
× sin2ν1 ω1 · · · sin
2νn ωndω1 · · · dωn,
bν =
n∏
i=1
bνi , bνi =
Γ(νi + 1)
Γ(1/2)Γ(νi + 1/2)
, i ∈ {1, . . . , n}.
За допомогою оператора T ξx згортка двох функцiй з простору
◦
Φ (Rn) визначається фор-
мулою
(ϕ ∗ ψ)(x) =
∫
R
n
+
T ξxϕ(x)ψ(ξ)ξ
2ν1+1
1 · · · ξ
2νn+1
n dξ1 · · · dξn, {ϕ,ψ} ⊂
◦
Φ (R
n),
при цьому (ϕ ∗ ψ)(x) ∈
◦
Φ (Rn).
На функцiях з простору
◦
Φ (Rn) визначене перетворення Бесселя:
ψ(σ) ≡ FB [ϕ](σ) :=
∫
R
n
+
ϕ(x)jν1(σ1x1) · · · jνn(σnxn)σ
2ν1+1
1 · · · σ
2νn+1
n dσ1 · · · dσn, ϕ ∈
◦
Φ (R
n),
де jνi , i ∈ {1, . . . , n}, — нормована функцiя Бесселя. Перетворення FB взаємно однозначно
i взаємно неперервно вiдображає
◦
Φ (R
n) на
◦
Ψ (R
n) := FB [
◦
Φ (R
n)]; при цьому обернене
перетворення Бесселя F−1B визначається так:
ϕ(x) = F−1B [ψ](x) = cν
∫
R
n
+
ψ(σ)jν1(σ1x1) · · · jνn(σnxn)σ
2ν1+1
1 · · · σ
2νn+1
n dσ1 · · · dσn,
де
cν = cν1 · · · cνn , cνi = (2
2νiΓ2(νi + 1))
−1, i ∈ {1, . . . , n}.
Символом (
◦
Φ (R
n))′ позначимо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над вiд-
повiдним простором основних функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи називатимемо
узагальненими функцiями. Оскiльки в просторi
◦
Φ (R
n) визначена операцiя узагальненого
зсуву аргументу, то згортку узагальненої функцiї g ∈ (
◦
Φ (Rn))′ з основною функцiєю за-
дамо формулою
(g ∗ ϕ)(x) = 〈gξ , T
ξ
xϕ(x)〉 ≡ 〈gξ , T
x
ξ ϕ(ξ)〉, ϕ ∈
◦
Φ (Rn)
(gξ позначає дiю функцiонала g за змiнною ξ); при цьому g ∗ ϕ є нескiнченно диференцi-
йовною функцiєю, бо операцiя узагальненого зсуву аргументу нескiнченно диференцiйовна
в просторi
◦
Φ (R
n).
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2. Псевдобесселевий оператор нескiнченного порядку. Нехай a1(x1), . . . , an(xn),
xi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}, — невiд’ємнi, неперервнi, парнi на R функцiї, однорiднi порядку
γ1, . . . , γn вiдповiдно, якi задовольняють такi умови:
1) ai — нескiнченно диференцiйовна при xi 6= 0 функцiя, i ∈ {1, . . . , n};
2) похiднi функцiї ai задовольняють умову
∀ki ∈ N ∃cki > 0 ∀xi ∈ R \ {0} : |D
ki
xiai(xi)| 6 cki |xi|
γi−ki , i ∈ {1, . . . , n};
3) iснують сталi c′0,i, c˜0,i > 0, δi > γi, i ∈ {1, . . . , n} такi, що
c′0,i|xi|
γi 6 ai(xi) 6 c˜0,i(1 + |xi|
δi), xi ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}.
Тодi, як вiдзначено в роботi [4], у просторi
◦
Φ (Rn) визначений, є лiнiйним i неперервним
псевдобесселевий оператор
A = F−1B [a1(ξ1) . . . an(ξn)FB ].
Нехай
f(x) =
∞∑
|k|=0
ckx
k ≡
∞∑
k1=0
· · ·
∞∑
kn=0
ckx
k1
1 · · · x
kn
n , x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n,
k = (k1, . . . , kn) ∈ Z
n
+.
Введемо позначення
ψ(x) ≡ (f(A)ϕ)(x) :=
∑
|k|=0
ck(A
kϕ)(x), ϕ ∈
◦
Φ (Rn),
де
Akϕ = F−1B [a
k1
1 (ξ1) · · · a
kn
n (ξn)FB [ϕ]], ϕ ∈
◦
Φ (R
n).
Якщо при цьому ψ ∈
◦
Φ (Rn), то говоритимемо, що в просторi
◦
Φ (Rn) задано псевдобессе-
левий оператор нескiнченного порядку f(A) := Af . Сформулюємо обмеження на функцiю f ,
за яких у просторi
◦
Φ (Rn) оператор f(A) є неперервним.
Теорема 1. Нехай функцiя f допускає аналiтичне продовження в Cn i
А) ∀α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+ ∃ bα > 0 ∃ pα1 > 0, . . . , pαn > 0 ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n :
|Dαxf(x)| 6 bα(1 + |x1|)
pα1 · · · (1 + |xn|)
pαn ;
Б) ∀ ε > 0 ∃ cε>0 ∀ z = x+ iy ∈ C
n, x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n : |f(z)| 6
6 cε(1+ |x1|)
p0 · · · (1+ |xn|)
p0exp{ε(|y1|
1/[δ1] + · · ·+ |yn|
1/[δn])} (δi > γi, i ∈ {1, . . . , n} — сталi
з умови 3, p0 > 0 — стала з умови А). Тодi в просторi
◦
Φ (Rn) визначений i є неперервним
оператор f(A); при цьому оператор f(A) дiє на основну функцiю за формулою
f(A)ϕ = F−1B [f(a)FB [ϕ]], f(a) = f(a1, . . . , an).
Надалi вважатимемо, що функцiя f , крiм умов А, Б, задовольняє ще умову
∃ d0 > 0 ∀x ∈ R
n : f(x) > d0‖x‖, f(0) = 0.
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3. Основнi результати. Розглянемо двоточкову задачу (задачу Дiрiхле)
∂u
∂t
+Afu = 0, (t, x) ∈ Ω+, (2)
µ1u(t, ·)|t=0 − µ2u(t, ·)|t=T = ϕ, ϕ ∈
◦
Φ (Rn) (3)
(µ1, µ2 — фiксованi параметри; µ1 > µ2 > 0). Класичний розв’язок u ∈ C
1((0, T ),
◦
Φ (Rn))
задачi (2), (3) має вигляд
u(t, x) = ϕ(x) ∗G(t, T, x), (t, x) ∈ Ω+,
де
G(t, T, x) = F−1B
[
exp{−tf(a(σ))}
µ1 − µ2 exp{−Tf(a(σ))}
]
(x),
∗ — згортка в просторi
◦
Φ (Rn). Зазначимо, що G — диференцiйовна за t i нескiнченно
диференцiйовна за x функцiя, G(t, T, ·) ∈
◦
Φ (R
n) при кожному t ∈ (0, T ).
Оскiльки
(µ1 − µ2 exp{−Tf(a(σ))})
−1 = µ−12
(
µ1
µ2
− exp{−Tf(a(σ))}
)−1
=
= µ−12 µ
−1(1− µ−1 exp{−Tf(a(σ))})−1 = µ−12
∞∑
k=0
µ−k−1 exp{−kTf(a(σ))},
де µ = µ1/µ2 > 1, то
G(t, T, x) = µ−12
∞∑
k=0
µ−k−1Γ(t+ kT, x), (t, x) ∈ Ω+, (4)
де
Γ(t+ kT, x) = cν
∫
R
n
+
e−(t+kT )f(a(σ))jν1(x1σ1) · · · jνn(xnσn)σ
2ν1+1
1 · · · σ
2νn+1
n dσ1 · · · dσn,
Γ(t, x) — фундаментальний розв’язок рiвняння (2).
Лема 1. Правильними є нерiвностi
|Dmx Γ(t, x)| ≡
∣∣∣∣ ∂|m|Γ(t, x)∂xm11 · · · ∂xmnn
∣∣∣∣ 6 cmt−(ω1/γ1+···+ωmn/γn) n∏
i=1
(1 + |xi|)
−(mi+γ0,i),
(t, x) ∈ Ω+, m = (m1, . . . ,mn) ∈ Z
n
+,
(5)
ωmi = (δip˜mi + γi)s˜mi, s˜mi = ni + 2 + [γi] +mi, ni + 1/2 := νi, p˜mi = max{ps˜0 , ps˜1, . . . , ps˜mi},
i ∈ {1, . . . , n}, де ps˜0, ps˜1, . . . , ps˜mi — сталi з умови А, яку задовольняє функцiя f , стала cm
не залежить вiд t.
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Iз оцiнок (5) та рiвностi (4) випливають наведенi вище властивостi функцiї G. Ураху-
вавши спiввiдношення
exp{−tf(a(σ))}
µ1 − µ2 exp{−Tf(a(σ))}
=
∫
R
n
+
G(t, T, x)jν1(x1σ1) · · · jνn(xnσn)x
2ν1+1
1 · · · x
2νn+1
n dx,
а також те, що ai(0) = 0, jνi(0) = 1, i ∈ {1, . . . , n}, f(0) = 0, прийдемо до рiвностi∫
R
n
+
G(t, T, x)x2ν1+11 · · · x
2νn+1
n dx =
1
µ1 − µ2
.
Надалi функцiю G називатимемо фундаментальним розв’язком задачi Дiрiхле (ФРЗД).
Наведемо ще деякi властивостi функцiї G.
Лема 2. G(t, T, ·) →
δ
µ1 − µ2
при t→ +0 у просторi (
◦
Φ (R
n))′; G(t, T, ·) →
δ
µ1 − µ2
при
t → T − 0 у просторi (
◦
Φ (R
n))′ (тут δ — дельта-функцiя Дiрака).
Лема 3. Функцiя G(t, T, ·), t ∈ (0, T ), як абстрактна функцiя параметра t iз значен-
нями в просторi
◦
Φ (R
n), диференцiйовна за t.
Оскiльки G(t, T, ·) ∈
◦
Φ (Rn) при кожному t ∈ (0, T ), то має змiст згортка ϕ ∗ G(t, T, ·)
у випадку, коли ϕ є узагальненою функцiєю з простору (
◦
Φ (R
n))′; при цьому з леми 3
випливає спiввiдношення
∂
∂t
(ϕ ∗G(t, T, ·)) = ϕ ∗
∂
∂t
G(t, T, ·), ϕ ∈ (
◦
Φ (Rn))′.
Лема 4. Нехай
ω(t, x) = ϕ ∗G(t, T, x), ϕ ∈ (
◦
Φ (Rn))′, (t, x) ∈ Ω+.
Тодi граничнi спiввiдношення
ω(t, ·) →
t→+0
ϕ
µ1 − µ2
, ω(t, ·) →
t→T−0
ϕ
µ1 − µ2
виконуються в просторi (
◦
Φ (R
n))′.
Цi властивостi є наслiдками властивостей функцiї G (лема 2) та властивостi неперерв-
ностi операцiї згортки в просторi (
◦
Φ (Rn))′ (роль одиницi виконує δ-функцiя Дiрака).
Символом (
◦
Φ∗ (R
n))′ позначимо сукупнiсть усiх узагальнених функцiй з простору
(
◦
Φ (Rn))′, якi є згортувачами в просторi
◦
Φ (Rn), тобто
(
◦
Φ∗ (R
n))′ = {ϕ ∈ (
◦
Φ (Rn))′ : ϕ ∗ ψ ∈
◦
Φ (Rn), ∀ψ ∈
◦
Φ (Rn)}.
Отже, якщо ϕ ∈ (
◦
Φ∗ (R
n))′, то ϕ ∗G(t, T, ·) ∈
◦
Φ (Rn). Властивостi функцiї G, встановленi
в лемах 2, 4, дозволяють ставити двоточкову задачу (задачу Дiрiхле) для рiвняння (2) так:
знайти розв’язок u ∈ C1((0, T ),
◦
Φ (R
n)) рiвняння (2), який задовольняє крайову умову
µ1u(t, ·)|t=0 − µ2u(t, ·)|t=T = ϕ, ϕ ∈ (
◦
Φ∗ (R
n))′, (6)
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у тому сенсi, що
µ1 lim
t→+0
u(t, ·)− µ2 lim
t→T−0
u(t, ·) = ϕ,
де границi розглядаються в просторi (
◦
Φ (R
n))′. Правильним є таке твердження.
Теорема 2. Задача (2), (6) коректно розв’язна в класi узагальнених функцiй (
◦
Φ∗ (R
n))′.
Розв’язок подається у виглядi згортки
u(t, x) = (ϕ ∗G)(t, x), ϕ ∈ (
◦
Φ∗ (R
n))′, (t, x) ∈ Ω+,
де G — ФРЗД рiвняння (2).
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О псевдосферических конгруэнциях в пространствах
постоянной кривизны
(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Борисенко)
Geometric Ba¨cklund transformations of pseudo-spherical surfaces in n-dimensional spaces of
constant curvature are studied. An analog of the classical theorems by Ba¨cklund and Tenenblat–
Terng is proved.
Работа посвящена изучению псевдосферических геодезических конгруэнций в n-мерном
пространстве постоянной секционной кривизны Nn. Следуя классическому определению,
геодезической конгруэнцией в Nn будем называть диффеоморфизм ψ : M2 → M˜2 регуляр-
ных поверхностей M2, M˜2 в Nn, обладающий свойством двойного касания: для каждой
точки P ∈M2 существует единственная геодезическая объемлющего пространства, прохо-
дящая через точки P и ψ(P ) = P˜ ∈ M˜2, которая касается как поверхности M2 в точке P ,
так и поверхности M˜2 в точке P˜ (ср. [1, с. 85]).
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